
第六章 量子力学的矩阵形式及表示理论

§6.1 量子体系状态的表示

在几何学中，一个矢量可以用它在某个坐标

架中的坐标来描述（现限于正交坐标）

显然，当坐标架给定后
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是与矢量 完全等价的.

当然可另选一坐标系 ，则矢量为
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同样， 与 等价。

所以，我们可以用某一坐标系中的坐标来完

全描述空间某一矢量。而同一矢量在二坐标系

中的坐标之间有特定的关系。例如：新坐标系

是绕原坐标系 Z 轴转 而获得
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类似地，绕y轴转角 ，则有β
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普遍而言，先绕 z 转 ，再绕新 y 转
(即N轴)，再绕新z轴(即 )转 ，

这时

事实上，
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z′ γ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

′

3

2

1

zNz

3

2

1

a
a
a

)(R)(R)(R
a
a
a

αβγ

)(R)(R)(R)(R)(R)(R 1
N

1
zzzNz βαγαβγ −−

′ =





而

而且可以看到
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这表明， 是一幺正矩阵

†
z zR ( )R ( ) Iα α =

)α(Rz



现来讨论一下体系状态的“坐标”—状态表示

如果有一组力学量 构成一力学量完全集，

其共同本征态构成一正交，归一和完备组，

并有封闭性。
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显然，当选定一组力学量完全集 后，

则集合 是与 完全等价的，它完全确定

了体系的状态
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我们将会看到， 与 一样， 提供我

们同样多的信息。

状态表示的定义：若力学量的完全集 的

共同本征函数组为 ，则

的全体 ，被称为体系所处态 在表象

中的表示。

也可以看作态矢量 在 作为基矢所张

的“坐标系”中的“坐标”。
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的本征函数为 ，它是力

学量 的共同本征函数。

对于任何一个态，都能按它展开

所以， 是状态 在表象 中相应的

本征值为 的表示 。
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对于分立谱：则 在 表象中的表

示 ，可以用一单列矩阵表示

而归一化
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对于连续谱：则 在表象 中的表示

，它是 的函数
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§6.2  Dirac  符号介绍

一个态矢量可由一组数 表示，但在表示

（或计算）时，其实已用到态矢量在 表

象中的表示及 表象的共同本征矢的表示。
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事实上，描述体系所处的状态，并不需要依

赖于某一表象。而仅在计算时，在一个具体表象

中进行。

Dirac  建议用一抽象的符号来描述体系所处

的状态 .
（1）量子态、ket矢，bra矢

r m m m( , ) (r r) (r )dr (r)′ ′ ′ϕ Φ = δ − Φ Φ=∫



量子力学中的状态，可以看作某线性空间中

的一个矢量 ，我们称为 ket 矢以 表示. 为使它

可代表不同 ket 矢，则在这表示中给出特征标志

符号。

如态矢量是 的本征矢，它的本征值为N，
则本征矢可表为

中心力场中能量的本征波函数

N
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共轭空间态矢量可以以符号 来表示，

称为bra矢，如
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（2）标积：

A. 标积定义：矢量 和矢量 的标积

为一数，它表示为
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B．基矢的正交、归一、完备和封闭性；

态矢量的表示

若力学量 形成一力学量完全集

　　共同本征态为 被称为 表象的基矢

相应本征值为 ，它是正交、归一
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完备性：

对任一空间态矢量 ，可表为

称为态矢量 在 N 表象中的表示α

( )
n

n
n a αα = ∑

)(
na α

α

( )
na nα = α



封闭性：

在 x 表象中， 的表示即为
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若 就是 N 表象的本征矢 ，那在

自身表象中的表示
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N表象中的基矢在 表象中的表示即为

而 代表 表象中的基矢（本征值为

)在 N 表象中的表示

这样，在坐标表象中，本征函数组，即基

矢 的正交、归一，完备和封闭性就易于了解。
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由本征矢 的封闭性：
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而二个矢量的标积
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（3）算符及其表示

A. 算符的自然展开：在量子力学中，可观测

力学量是以厄密算符表示，其本征方程为

对任意一个态矢量 可按 展开
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于是有
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事实上，这即定义了一个算符 ，或称为

算符的自然展开。 这将使厄米算符的函数的

定义更广。

若

则可定义厄米算符的函数

它的自然展开即为
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我们可用这表示式来定义厄米算符的函数。

例如：算符 的逆算符 是算符 的

函数。但是，它不能用幂级数展开来定义。但

我们可用算符的自然展开来定义它。逆算符

可定义为
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显然，这一定义是正确的。 因
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B. 算符的表示

算符 是将一态矢量变为另一态矢量

设： 是一力学量完全集，其正交，归一，

完备组基矢为

则
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Â
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和 分别是态矢量 ，

在表象 中的表示。

而 是将态矢量 表示变到态

矢量 表示，所以它起到算符 同样的作用。

的全体称为算符在表象 中的

矩阵表示。

显然，计算这一表示，其结果与在那一个

表象中计算是无关的
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例 在 表象中计算态矢量和算符在表象

中的表示和矩阵元
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同理
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为力学量 在表象 中的算符。L̂(r, i )− ∇h L̂ r
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事实上，矩阵

描述了表象 的本征态，即基矢 ，在

算符 作用下，所得到的新的态矢量在

表象中的表示。
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即

这表明， 表象的基矢 在 作用下

所产生的新的态矢量在表象 中的表示正是算

符 在表象 中矩阵表示的第 列元素集合
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于是，我们求算符 在某表象中的矩阵表

示。只要将它作用于该表象的基矢上，将所得

态矢量在该表象中的展开系数所形成的矩阵转

置，即得 在该表象中的表示。L̂

L̂
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其系数矩阵为：

转置

这即为在表象 中的矩阵表示

显然，算符在其自身表象中的表示为
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系数矩阵为， 转置同。

所以是对角矩阵，而矩阵元为其本征值。
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例： 给出方程 在 表象

中的表示式
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并由此可推论，由于 是任意态，所以在

表象中， 算符的形式为
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(3) 表象变换：

用 Dirac 符号给出表象变换特别方便。而且

可以看出，在某表象中的表示是不因计算方式

不同而不同。

A. 同一状态在不同表象中表示间的关系

对于态 在 表象中，其表示为ψ F
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就是态 在表象 中的表示

在 表象中其表示为
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是将态矢量在 表象中的表示，以

表象中的表示来表达的变换。

构成一矩阵形式

αα
α

ggf bS
n∑=

αgfn
S

G
Ŝ
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即

矩阵的矩阵元正是 表象基矢与 表象基

矢的标积，其第 列，是 表象中第 个基矢在

表象中的表示。
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ŝ

n n n n

† †
f f f g g f n n(SS ) S (S ) f g g f

′ ′α α ′α α
α α

= =∑ ∑

nnffnn ff
′

== ′ δ

†
g g n n g g

n

(S S) g f f g g g
′ ′α α α α′ ′α α α α= = = δ∑



因此， 是一个幺正算符。同一态矢量在不

同表象中的表示之间是通过一个幺正变换联系起

来的。

B.  两表象的基矢之间关系

Ŝ

∑=
α

αα nn fggf

† †ˆ ˆ ˆ ˆSS S S I= =



( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= 2212

2111

21 fgfg
fgfg

,g,g

( )
1 1 2 1

1 2 2 2

* *
f g f g

* *
1 2 f g f g

(S ) (S )

g , g , (S ) (S )

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

L L

L L L



∴ 基矢的变换是经 来实现
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αα

α

= ∑



C.  力学量在不同表象中的矩阵表示之间的关

系

与态矢量一样，在不同表象中，力学量的矩

阵表示是不同的. 它们之间的关系也是幺正变换

（即由幺正算符进行相似变换）

对于算符在 表象中的矩阵表示为

n
,

nnn fggL̂ggffL̂f ′′′
′

′ ∑= ααα
αα

α

n n

†
f g g g g f

,

ˆS (L) (S )
′ ′ ′α α α α

′α α

= ∑

F



即

总结： 表象 表象

1. 对同一波函数在不同表象中表示

是通过一个幺正变换 ，相应矩阵的矩阵元为

F→

nfa
αgb

Ŝ

n n

*
f g n f gS f g u (r)v (r)dr

α αα= = ∫

F GL SL S= †

G



2. 基矢

3. 力学量

n

†
n g ff g (S )

αα
α

= ∑

n n

†
f g g fu (r) v (r)(S )

α α
α

= ∑

n n n n

†
f f n n f g g g g f

,

ˆ ˆ ˆL f L f S L (S )
′ ′ ′ ′α α α α′

′α α

= = ∑

ααnn g
α

gff bSa ∑=



(4)   平均值，本征方程和薛定谔方程的矩阵形

式

A. 平均值：

1.力学量 在体系（处于态 ）中的平均值

设： 构成力学量完全集，共同本征矢为

， 则

L̂ ψ

rd)r()i,r(L̂)r(L̂L̂ * ψψψψ ∇−== ∫

Â
nα

ψααααψ mmn
m,n

n L̂L̂ ∑=



是 在 中的表示。

若 包括力学量

∑=
m,n

mnm
*
n aLaL̂

{ }ma ψ Â
Â )M̂,N̂,L̂(

mnlmnl,mln

mnl
m,n,l

*
mln a)L̂(aL̂ ′′′′′′

′′′

∑=

)a(LL̂ 2

nm
mln

l
l ∑∑=

2
lnm

nm
a∑ L



2.  对于两个算符乘积的平均值

B. 本征方程：对于算符的本征方程为

ψααfααgααψψgfψ)gf( llmmn
l,m,n

n∑==

lmlnm
l,m,n

*
n afga)gf( ∑=

uLuL̂ ′=



在 表象，则

算符的本征方程在 表象中的矩阵形式

为

A

uαLuααL̂α kmm
m

k ′=∑

L̂ A

km
m

km aLaL ′=∑ 2,1k =



这即为算符 在 表象中的本征方程

要方程组有非零解，即 不同时为 ，则

要求系数行列式为 ，即

0a)LL( mkm
m

km =′−∑ δ

2103,2,1k ，，或=

ma
0

0

0LL kmkm =′− δ

L̂ A

2,1k =



由这方程求出 .   然后代入方程组求出相应的

例1：某力学量 在 表象中的矩阵为

由系数行列式

L′
{ }L

ma ′

xσ̂ zσ̂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

0
L1
1L

=
′−

′−
⇒ 01L 2 =−′ 1L ±=′

本征函数求该力学量的本征值和,



代入方程得

代入方程得

1L =′

0aa
0aa

21

21
=−
=+−

⇒ 21 aa =

1L −=′

0aa
0aa

21

21

=+
=+

⇒ 21 aa −=



的本征值 所相应的本征矢在

表象中的表示为

所相应的本征矢在 表象中的

表示为

xσ̂ 1L =′
zσ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

2
1

1L −=′ zσ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

2
1



顺便我们可以看到，对于两个表象

所以要求矩阵 ，只要求 表象中的基矢

在 表象中的表示即可，这相当于 矩阵中

一个列。

Sˆ ˆG F⎯⎯→

n nf g n f gS f g (u , v )
α αα= =

S G
F Ŝ



具体看

的本征矢在 表象中的表示为

由表象 到 表象的变换矩阵为

xσ̂ zσ

11
12
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 1
1

2
1

xσ zσ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11

11
2

1S
xzσσ



而我们知，算符在自身表象中的矩阵表示是

对角的，对角元为其本征值

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
)( x 自身表示σ

表示在（
zσx )σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11

11
10

01
11

11
2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= S
10

01
S



例2： 在 表象中，求 (在
子空间)的本征值，本征矢（即在 也就是

本征值为 子空间）

解：首先求在 表象中 的矩阵

2
zL ,L xL̂ 1l =

1l = 2L̂
22

xL̂2
zL ,L

1m,1)1m1)(m1(m1L̂ +++−=+

1m,1)1m1)(m1(m1L̂ −+−+=−



1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 1

xL̂ m ( ( m)( m ) , m

( m)( m ) , m )

= + − + −

+ − + + +

h

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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2
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2
2

0
2
20
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由本征方程

0a]δl)L̂[( nmn
n

xmnx =∑ −

0

l
2
20

2
2l

2
2

0
2
2l

x

x

x

=

−

−

−



0
22

3 =++− xx
x

lll

⇓

1 0 1xl , ,= −



如何求在 的本征值为 的本征态中测量

的可取值的概率？

101lx −=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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2
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1
2

1

2
1

zL̂ 0
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由于 在自身表象中的本征值为 的表示

是

于是测得 的概率幅为

zL̂ 0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
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1 0xl ,= ±

0l,1l,1C zxlx
==

0l,1l,1l,1l,1 zz
l

zx
z

=′′= ∑
′



( )

( )

( )

=

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
1
0

1,2,1
2
1

0
1
0

20,2
2
1

0
1
0

1,2,1
2
1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
2
2

0
2
2

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
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所以在 （坐标表象中 的本征值

为 0 的本征态）中测量 的可取值的概率为

这表明，可在任何一个表象中来处理问题。

而 (对 l=1的子空间）的变

换矩阵为

10Y ( , )θ φ zL̂
xL̂

( )−= 0lx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
10

2
1

2 2
x z

ˆ ˆ ˆ ˆ(L , L ) (L , L )→



而从 则是
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⎟
⎟
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⎜
⎜
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（3） 薛定谔方程

在 表象中，基矢为 ，则

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

100
000
001

ψψ Ĥ
t

i =
∂
∂

A nα



这即为 表象中的薛定谔方程的矩阵形式。

若 不显含 ，而 表象就是 表象，则

从而得

ψαααψα mm
m

nn Ĥ
dt
di ∑=

)t(aH)t(a
dt
di mnmn =

A

Ĥ t A H

nmmnm EĤ δ=



当 不显含t，在 表象中 的表示为

tiE0
11 1ea)t(a =

tiE0
22 2ea)t(a =

∴ Ĥ H ψ

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
′−

′−

tiE0
2

tiE0
1

2

1
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ea



， 由初态给出（它是

时， 在 表象中表示）

，由 在任一表象中

求出。

,a,a 0
2

0
1 0t =
ψ H

21 E,E Ĥ

0EH =− αβαβ δ



§6.5 量子态的不同描述

由 Schrödinger equation

它体现了量子力学的因果律，即当

知 ，在不受外界干扰下，体系的波函数

随 t 的演化是完全确定的。

)t,r(Ĥ)t,r(
t

i αα ψψ =
∂
∂

t,Ĥt,
t

i αα =
∂
∂

)t,r( 0αψ



而
t,Ât,A αα=

t,uuÂuut, mmn
m,n

n αα∑=

)t(Ca)t(C mnmn
m,n

n
* αα δ∑=

2
n

n
n )t(Ca α∑=

nnn uauÂ = t,u)t(C nn α=α



波函数和算符不是直接观测量. 仅力学量

取值，及其概率幅（或概率）是直接观测量。

因此，重要的是：① 可能取的值

② 测量 取 的概率

幅

如果用不同方式来描述，但若上面两组量

是完全相同的，于是分不清这两种描述的差别，

而都是可以接受的。

Â na

Â na

)t(Ct,u nn
αα =



（1）薛定谔绘景 （Schrödinger Picture）
设： 以 来表示，遵守薛定谔方程

如果 和 分别演化为 和 ，

根据态叠加原理可能态 将

演化为 。这表明， 可由 一

线性算符从 获得。因此可假设

)t(αψ St,α

SS t,Ĥt,
dt
di αα =

0t,β 0t,γ t,β t,γ

0201 t,γCt,βC +

1 2C ,t C ,tβ + γ t,α
0,α



（ 与 无关）

而

于是有

由于 是初态，可任意设定

SS 0,)0,t(Ut, αα =

)0,t(U S0，α

100 =),(U

SS 0,)0,t(UĤ0,)0,t(U
dt
di αα =

S,0α

( ) ( ) ( )00 ,tUt,tU,tU ′′=



所以时间演化算符 满足

若 不显含 ，则

由于 ，所以

)0,t(U

)0,t(UĤ)0,t(U
dt
di =

Ĥ t
tĤie)0,t(U −=

†ˆ ˆH H=
† †U (t,0)U(t,0) U(t,0)U (t,0) I= =



所以，这一变换是一幺正变换

而本征方程

若 不显含 ，那 ， 也与 无关

时刻，测量 取值 的概率幅为

SnnSnS aaaÂ =

SÂ tnat

t SÂ na

)t(bt,a nSn
αα =

Sna



在薛定谔绘景的描述中，态矢量随 t 的变

化，反映在它的表示随 t 的变化。而力学量的本

征值及本征矢不随 t 变化。

SSSS t,αÂt,αÂ =

SmSSmsnSSnS t,αaaÂaat,α∑=

2
n

n
n )t(ba α∑=



随 变化取决于 。取 之值的

概率为

但所有这些测量可得值与实验可比较的量

的描述并不唯一。上述描述只是一些等价描述

方式之一。

)t(b)t(bat,aaÂaatt,Ât, n
*

n
n

nmmSn
n,m

nS
βαβαβα ∑∑ ==

SA t )t(bn
α na

2
n )t(bα



（2）海森伯绘景 （Heisenberg Picture）

A.矩阵元：对于薛定谔绘景中的矩阵元，我

们看到 随 t 的变化（如 不显

含 ）是由于态矢量随 变化所致。
SSS t,Ât, βα SÂ

t t

SS 0,)0,t(Ut, αα =

SS 0,)0,t(Ut, ββ =



的矩阵元可表为

所以，态矢量可保持不随时间变，而算符用

来代之；

SÂ

SS t,Ât, βα †
S S

ˆ, 0 U (t,0)AU(t,0) ,0= α β

†
H

ˆ ˆA (t) U (t,0)AU(t,0)=



态矢量可以表为

这样，矩阵元

†
H S S

,0 U (t,0) , tβ = β = β

†
H S S

, 0 U (t,0) , tα = α = α

HHH )t(Â βα=βα SSS t,Ât,



即这一描述与薛定谔绘景的描述一样。

B.本征方程

SnnSnS aaaÂ =

† † †
S n n nS S

ˆU (t,0)A U(t,0)U (t,0) a a U (t,0) a=

HnnHnH taataÂ =



力学量 的本征值为 ，即谱是相同

的，但相应本征态为 是随 变的。

在 中测得 的概率幅为

HÂ na
t

St,α nα

†
n nH S

a , t U (t,0) a=

Hn t,a

( ) HnHSnSSnS t,a,,tUat,a α=α=α 00



在态矢量 中测得 的概率幅与在态

中测得 的概率幅也是一样的。

所以，这两种描述是完全等价的。于是，

我 们引入新的绘景海森堡绘景（Heisenberg 

Picture）。

A. 态矢量

B. 算符、本征矢和本征方程

na
na

†
H S S

U (t,0) , t , 0α = α = α

St,α
Hα



这时本征矢虽与 有关，但本征值相同，对

易关系保持不变

†
H S

ˆ ˆA U (t,0)A U(t,0)=

HnnHnH t,aat,aÂ =

t

SSS Ĉi]B̂,Â[ =

†
n nH S

a , t U (t,0) a=



C. 算符随时间变化（运动方程）

不显含

HHH Ĉi]B̂,Â[ =

†H
S

ˆdA d ˆ[U (t, 0)A U(t,0)]
dt dt

=

SÂ( )t

†
†

S S
dU (t,0) dU(t,0)ˆ ˆA U(t,0) U (t,0)A

dt dt
= +



这时

†
†S S

S S

ˆ ˆU (t, 0)H H U(t,0)ˆ ˆA U(t,0) U (t,0)A
i i

= +
− h h

)0,t(UĤ)0,t(U
dt
di S=

i
]ĤÂ[

dt
Âd H,HH =

SH ĤĤ =



D. 本征矢随 t 变化

†
n nH S

a , t U (t, 0) a=

†
n H

U (t, 0) a , 0=

†
n H

n S

d a , t dU (t,0) a
dt dt

=



这表明，在S. P.中态矢量在矢量空间随 t 绕
一定方向“转动”。而算符和相应的本征矢不变。

† † †
S n S nS S

1 1ˆ ˆU (t,0)H a U (t,0)H U(t,0)U (t,0) a
i i

= − = −
h h

HnH
n t,aĤ

dt
t,ad

i −=



因此，在本征矢 张开的坐标架下，态

矢量随 t 的变化，反映在其“分量”，即表示

随 t 的“转动”.

而在H. P.中，态矢量不变，但算符和其本

征矢绕同一方向随 t  “反转动”

Sna

n nS S
b (t) a ,tα = α

SS 0,)0,t(Ut, αα =

HnHSnSSnSn t,a,),t(Uat,a)t(b α=α=α=α 00



从而保持概率幅与S.P相同。

在实际使用中，S.P. 较方便（解方程，求

本征值，本征函数）；但在理论讨论中，H.P.有

其优越性，其形式更类似经典描述（因经典是讨

论物理量的变化，但无波函数）。

将算符方程

用于 ，

i
]ĤÂ[

dt
Âd H,HH =

Hx̂ Hp̂



例：求H.P.中一维谐振子的坐标算符和动

量算符。

Hx

HH,HH
)p̂(

Ĥ
i

]Ĥx̂[
dt
x̂d

∂
∂

==

H

HH,HxHx
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∂
∂
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( )x 2H H
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H
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所以

( )
m

p̂
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Ĥ

dt
x̂d Hx

H
HH =

∂
∂

=

2
2H

H2

ˆd x x̂
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= −ω
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2
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2
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有解

由初条件

tsinatcosax̂ 21H ωω +=

( ) tcosmatsinmap̂ 21Hx ωωωω +−=

( ) xHxH p̂)0(p̂,x̂)0(x̂ ==

tsin
m
p̂tcosx̂)t(x̂ x

H ω
ω
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显然，

但
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0)]t(x̂),t(x̂[ HH =
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6.5   6.9   6.10
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+ω=
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ω

=
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m

= − ω
ω
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