
2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 1

宏观经济学宏观经济学

教师教师：：张张 延延

北京大学经济学院北京大学经济学院

20092009年年55月月2121日日



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 2

•• 初步预定考试时间初步预定考试时间

•• 66月月1515日周一下午（具体时间届时通知）日周一下午（具体时间届时通知）

•• 题目类型（见网上模拟试卷）题目类型（见网上模拟试卷）

•• 单项选择、作图、计算、问答单项选择、作图、计算、问答。。

•• 本周五上第本周五上第55次习题课。次习题课。
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•• 9.2    9.2    索洛模型的假定索洛模型的假定

•• 一、一、关于生产函数的假定：关于生产函数的假定：
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•• 11、投入和产出的关系、投入和产出的关系

•• 索洛模型包含索洛模型包含四个变量：产量四个变量：产量(Y)(Y)，，和和

三种生产投入品三种生产投入品 —————— 资本资本(K)(K)、、劳动劳动

(L)(L)、、““知识知识””或或““劳动的有效性劳动的有效性””(A)(A)。。在在

任一时间，经济中有一定量的资本、劳动和任一时间，经济中有一定量的资本、劳动和

知识，而这些被结合起来知识，而这些被结合起来生产一种产品生产一种产品。。
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•• tt表示时间，表示时间，生产函数的形式为：生产函数的形式为：

•• Y(t) =  F [ K(t)Y(t) =  F [ K(t)，，A(t)L(t)]      (1.1)A(t)L(t)]      (1.1)



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 6

•• 该生产函数的两个特点值得注意：该生产函数的两个特点值得注意：

•• (1)(1)、首先，时间并不直接进入生产函、首先，时间并不直接进入生产函

数，只是通过数，只是通过KK，，LL，，和和AA进入。进入。

•• 这就是说，仅在生产投入变化时，产量这就是说，仅在生产投入变化时，产量

才随时间变化。才随时间变化。

t   t   ─→─→ AA、、KK、、L   L   ─→─→ YY

•• KK、、LL、、AA、、Y Y 要对时间要对时间 t t 求导的原因。求导的原因。
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•• (2)(2)、第二、第二，，A A 和和L L 以相乘形式进入。以相乘形式进入。

•• AL AL 被称为有效劳动被称为有效劳动。。AA可以看成劳动可以看成劳动

生产率、或者资本生产率。生产率、或者资本生产率。
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•• 如果知识进入的形式如果知识进入的形式为为Y = F(KY = F(K，，AL)AL)，，则以则以

此种形式引入的技术进步被称为此种形式引入的技术进步被称为劳动增进型或哈劳动增进型或哈

罗德中性的。罗德中性的。

•• 如果知识进入的形式为如果知识进入的形式为Y = F(AKY = F(AK，，L)L)，，则此则此

技术进步是技术进步是资本增进型的。资本增进型的。

•• 如果知识进入的形式为如果知识进入的形式为Y = A F(KY = A F(K，，L)L)，，则此则此

技术进步为技术进步为希克斯中性希克斯中性的。的。



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 9

•• AA在生产函数中，为什么不能作在生产函数中，为什么不能作

为独立的生产要素而存在？为独立的生产要素而存在？

•• Y(tY(t) =  F [ ) =  F [ K(tK(t))，，L(tL(t) ) ，，A(tA(t)]    )]    
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生产要素的划分生产要素的划分

•• 广义广义 狭狭 义义

•• 自然资源：自然资源： 土地、土地、森林、矿山森林、矿山

•• 人力资源：人力资源： 人的体力人的体力————劳动、劳动、

•• 人的智力人的智力————知识、知识、

•• 企业家才能企业家才能

•• 人造资源：人造资源： 资本、资本、厂房、机器、设备厂房、机器、设备
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•• 知识知识AA作为人力资源中作为人力资源中————人的智力人的智力

的典型代表，不能与人的体力的典型代表，不能与人的体力LL相分离。相分离。

•• AA在生产函数中的作用是：增加劳动在生产函数中的作用是：增加劳动

要素的边际产量，或者增加资本要素的边要素的边际产量，或者增加资本要素的边

际产量，或者同时增加资本和劳动要素的际产量，或者同时增加资本和劳动要素的

边际产量。边际产量。
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•• 对对AA进入生产函数的这种设定方式，与进入生产函数的这种设定方式，与

该模型的其他假定一起，将意味着资本该模型的其他假定一起，将意味着资本——

产量比产量比 KK／／YY 最终将稳定下来。最终将稳定下来。

•• 实际上，就较长期限来看，资本实际上，就较长期限来看，资本——产产

量比并未表现出任何明显的向上或向下的趋量比并未表现出任何明显的向上或向下的趋

势。势。
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•• 另外，在建立模型时，若能使这一另外，在建立模型时，若能使这一

比例最终不变，将使得分析远为简单。比例最终不变，将使得分析远为简单。

因此，因此，假定假定AA与与LL相乘是很方便的。相乘是很方便的。
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•• 22、关于生产函数的关键假定是，该、关于生产函数的关键假定是，该

生产函数对于其两个自变量资本和有效劳生产函数对于其两个自变量资本和有效劳

动是规模报酬不变的。动是规模报酬不变的。

•• 这就是说，如果资本和有效劳动的这就是说，如果资本和有效劳动的

数量加倍数量加倍((例如例如，，K K 和和L L 加倍而加倍而A A 不变不变))，则，则

产量加倍。产量加倍。
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•• 关于规模报酬的定义是：关于规模报酬的定义是：

•• 如果如果 F(cKF(cK，，cALcAL)= c )= c rr F(KF(K，，AL)AL)，，则则F(KF(K，，

AL)AL)称为称为 r  r  次齐次生产函数。次齐次生产函数。

•• 如果如果 r r ＞＞ 11，，c c rr＞＞ cc，，则称为则称为规模报酬递增规模报酬递增

((对于所有对于所有c c ≥≥ 1)1)

•• 如果如果 r = 1r = 1，，c c rr = c= c，，则称为则称为规模报酬不变规模报酬不变，，

或者一次齐次生产函数。或者一次齐次生产函数。

•• 如果如果 r r ＜＜ 11，，c c rr＜＜ cc，，则称为则称为规模报酬递减规模报酬递减

((对于所有对于所有c c ≥≥ 11))
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•• 更为一般他说，对两个自变量同乘以任更为一般他说，对两个自变量同乘以任

意非负常数意非负常数c c 将使产量同比例变动：将使产量同比例变动：

F(cKF(cK，，cALcAL) =  c F(K) =  c F(K，，AL)AL)

•• 对于所有对于所有 c c ≥≥ 00 (1.2)(1.2)

对对c c 的要求有所放松，的要求有所放松，c c 的增长可以小的增长可以小

于于11倍倍。。
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•• 33、规模报酬不变的假定可被认为、规模报酬不变的假定可被认为

结合了两个假定。结合了两个假定。

•• 第一个假定是：经济足够大，从而从专第一个假定是：经济足够大，从而从专

业化中可得的收益已被穷尽。业化中可得的收益已被穷尽。

•• 在一个很小的经济中，进一步专业化很在一个很小的经济中，进一步专业化很

可能有益：资本和劳动数量加倍将使产量比可能有益：资本和劳动数量加倍将使产量比

加倍还多加倍还多————即规模报酬递增。即规模报酬递增。
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•• 不过，索洛模型假定，经济足够不过，索洛模型假定，经济足够

大，从而在资本和劳动加倍时，对新投大，从而在资本和劳动加倍时，对新投

入品的使用方式实际上与对已有投入品入品的使用方式实际上与对已有投入品

的使用方式一样，因而产量加倍。的使用方式一样，因而产量加倍。
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•• 第二个假定是：资本、劳动和知识以外第二个假定是：资本、劳动和知识以外

的投入品是相对不重要的。的投入品是相对不重要的。

•• 具体而言，该模型忽视了土地和其他自具体而言，该模型忽视了土地和其他自

然资源然资源————广义的生产三要素广义的生产三要素((自然资源、自然资源、

人力资源、人造资源人力资源、人造资源))之一。之一。
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生产要素的划分生产要素的划分

•• 广义广义 狭狭 义义

•• 自然资源：自然资源： 土地、土地、森林、矿山森林、矿山

•• 人力资源：人力资源： 人的体力人的体力————劳动、劳动、

•• 人的智力人的智力————知识、知识、

•• 企业家才能企业家才能

•• 人造资源：人造资源： 资本、资本、厂房、机器、设备厂房、机器、设备
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•• 如果自然资源是重要的，即如果自然资源是重要的，即存在自然资源的存在自然资源的

约束，约束，那么资本和劳动加倍可能使产量少于加那么资本和劳动加倍可能使产量少于加

倍倍————即即规模报酬递减规模报酬递减。。

•• 这也是这也是马尔萨斯人口论、世界末日论、增长马尔萨斯人口论、世界末日论、增长

极限论极限论的前提假定。的前提假定。

•• 然而，实际上，然而，实际上，自然资源的可得性对于增长自然资源的可得性对于增长

似乎不是一个主要的约束。似乎不是一个主要的约束。

•• 因此，假定仅对资本和劳动规模报酬不变看因此，假定仅对资本和劳动规模报酬不变看

来就是一个合理的近似。来就是一个合理的近似。
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•• 44、规模报酬不变的假定使我们得以使、规模报酬不变的假定使我们得以使

用密集形式用密集形式((intensive  formintensive  form))的生产函数。的生产函数。

•• 在方程在方程(1.2)(1.2)中，令中，令 c = 1c = 1／／ALAL，，得到得到：：

•• F( KF( K／／ALAL，，1 )1 )

•• = = F( KF( K，，AL ) AL ) 11／／AL AL 

•• =      Y=      Y／／AL                    (1.3)AL                    (1.3)
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•• 其中：其中： KK／／AL AL ———— 每单位有效劳动每单位有效劳动

的平均资本量。的平均资本量。

•• F( KF( K，，AL )AL )／／AL  =  YAL  =  Y／／ALAL ———— 每单每单

位有效劳动的平均产量。位有效劳动的平均产量。

•• 定义：定义： k = Kk = K／／AL    y = YAL    y = Y／／AL AL 

•• F( KF( K／／ALAL，，1 )   =     Y1 )   =     Y／／ALAL
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•• 那么我们可将那么我们可将(1.3)(1.3)写为：写为：

•• y   =  F(ky   =  F(k，，1) =  f(k)         (1.4)1) =  f(k)         (1.4)

•• 也就是说，我们可以把每单位有效劳也就是说，我们可以把每单位有效劳

动的平均产量写成每单位有效劳动的平均动的平均产量写成每单位有效劳动的平均

资本量的函数。资本量的函数。
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•• 密集的含义：把二元生产函数转密集的含义：把二元生产函数转

化为一元生产函数，从三维立体空间化为一元生产函数，从三维立体空间

转化到二维平面。转化到二维平面。

•• 求证：如果求证：如果 F( KF( K，，AL )AL )是一次齐次，是一次齐次，

则则 y y 唯一地取决于唯一地取决于 kk。。
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•• 为了解为了解(1(1．．4)4)背后的直观含义，考虑将经济背后的直观含义，考虑将经济

分为分为AL AL 个小经济，每个小经济中有个小经济，每个小经济中有11单位有效劳单位有效劳

动和动和KK／／ALAL单位的资本。由于生产函数具有规模单位的资本。由于生产函数具有规模

报酬不变的性质，每一小经济的产量是大的、未报酬不变的性质，每一小经济的产量是大的、未

分割经济产量的分割经济产量的11／／ALAL。。

•• 这样，每单位有效劳动的平均产量仅仅取决这样，每单位有效劳动的平均产量仅仅取决

于每单位有效劳动的平均资本数量，不取决于经于每单位有效劳动的平均资本数量，不取决于经

济的总规模。济的总规模。
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•• 这就是方程这就是方程(1.4)(1.4)以数学形式表现出来以数学形式表现出来

的东西。的东西。

•• 如果我们想得到总产量，即与每单位如果我们想得到总产量，即与每单位

有效劳动的平均产量对应的总产量，对该有效劳动的平均产量对应的总产量，对该

平均产量乘以有效劳动量即可：平均产量乘以有效劳动量即可：

•• Y  =   AL f(k)Y  =   AL f(k)
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•• 生产函数的一个具体例子是：生产函数的一个具体例子是：柯布柯布——

道格拉斯道格拉斯((Cobb Cobb —— DouglasDouglas))生产函数：生产函数：

•• F(KF(K，，AL) =  KAL) =  Ka a (AL)(AL)11-- a a 

•• 00＜＜ a a ＜＜ 1    (1.5)1    (1.5)

•• 这一生产函数易于应用，且似乎是对实际生产这一生产函数易于应用，且似乎是对实际生产

函数的一个好的初步近似。因此它很有用。函数的一个好的初步近似。因此它很有用。
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•• (1)(1)容易验证，该柯布一道格拉斯生产函容易验证，该柯布一道格拉斯生产函

数是规模报酬不变的。数是规模报酬不变的。

•• 对两投入品同乘以对两投入品同乘以 c c 得：得：

•• F(cKF(cK，，cALcAL) = (cK)) = (cK)aa(cAL)(cAL)11--aa

•• =  c K =  c K aa(AL)(AL)11--aa

•• =  c F(K=  c F(K，，AL)          (1.6)AL)          (1.6)
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•• (2) (2) 对于柯布对于柯布——道格拉斯生产函数而言，劳动道格拉斯生产函数而言，劳动

增进型、资本增进型和希克斯中性的技术进步实质增进型、资本增进型和希克斯中性的技术进步实质

上是一样的。上是一样的。

•• 要想使得技术进步为要想使得技术进步为希克斯中性希克斯中性的，的，

•• 只要定义只要定义B = AB = A11--aa，，就有：就有：Y = B K Y = B K a a LL11--aa

•• 要想使得技术进步为要想使得技术进步为资本增进型资本增进型的，的，

•• 只要定义只要定义B =  AB =  A(1(1--a)a)／／aa ，，就有：就有：Y = (BK) Y = (BK) a a LL11--aa
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•• (3)  (3)  要得到该生产函数的密集形式，要得到该生产函数的密集形式，

•• 对两投入品同除以对两投入品同除以ALAL，，得到：得到：

•• y  =   F(Ky  =   F(K，，AL)AL)／／AL AL 

•• =   K =   K aa(AL)(AL)11--aa／／AL AL 

•• =   (K=   (K／／AL)AL)aa

•• =   k =   k aa

•• y   =   k y   =   k aa =    f(k)=    f(k)
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•• 对于一个显形的生产函数可以看对于一个显形的生产函数可以看

到以下特征：到以下特征：

•• ff′′(k(k) =  ) =  akak aa--1  1  ＞＞ 0 0 

•• ──→──→ f(kf(k) ) 单调上升单调上升。。
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•• limlim kk→→00 ff′′(k)= (k)= ∞∞，，

•• 当当kk趋于趋于0 0 时时，，ff′′( k) ( k) 趋于无穷大趋于无穷大

•• ──→──→ f(k) f(k) 在原点垂直。在原点垂直。

•• limlim kk→∞→∞ ff′′(k) = 0 (k) = 0 ，，

•• 当当kk趋于无穷大时趋于无穷大时，，ff′′(k) (k) 趋于趋于0 0 

•• ─→─→ f(k)f(k)在在 kk趋于无穷大时水平趋于无穷大时水平。。
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•• ff″″(k(k)= )= -- a(1a(1-- a)k a)k aa--2  2  ＜＜ 00

•• ─→─→ f(kf(k))以以递减的速率单调上升递减的速率单调上升

•• ─→─→ f(k)f(k)凹向原点。凹向原点。
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0

f(k)f(k)

kk

y = ky = kaa

P16 P16 ——图图1.1   1.1   生产函数一例生产函数一例
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•• 55、假定密集形式的生产函数、假定密集形式的生产函数 f(k) f(k) 满足满足

•• (1)  (1)  f(0) = 0  f(0) = 0  

•• ─→─→ f(k) f(k) 从原点出发。从原点出发。

•• (2)  (2)  ff′′(k)(k) ＞＞ 0 0 

•• ─→─→ f(k) f(k) 单调上升。单调上升。

•• (3)  (3)  ff″″(k(k))＜＜ 0 0 

•• ─→─→ f(k) f(k) 以递减的速率单调上升以递减的速率单调上升

•• ─→─→ f(k) f(k) 凹向原点。凹向原点。
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•• (4) (4) 稻田条件稻田条件((InadaInada，，1964)1964)：：

•• limlim kk→→00 ff′′(k)= (k)= ∞∞，，

•• 当当 k k 趋于趋于0 0 时，时，ff′′(k) (k) 趋于无穷大趋于无穷大

•• ─→─→ f(k) f(k) 在原点垂直。在原点垂直。

•• limlim kk→∞→∞ ff′′(k) = 0 (k) = 0 ，，

•• 当当 k k 趋于无穷大时，趋于无穷大时，ff′′(k) (k) 趋于趋于00

•• ─→─→ f(k) f(k) 在在 k k 趋于无穷大时水平趋于无穷大时水平



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 38

•• 它们比论述该模型的核心观点所需要的它们比论述该模型的核心观点所需要的

条件要强一些，条件要强一些，规定了规定了f(k) f(k) 的起点，终点可的起点，终点可

由由(2)(2)、、(3)(3)描述。描述。

•• 稻田条件的经济含义：当资本存量足够稻田条件的经济含义：当资本存量足够

小时，资本的边际产品很大；而当资本存量小时，资本的边际产品很大；而当资本存量

变得很大时，资本的边际产品变得很小。变得很大时，资本的边际产品变得很小。

•• 资本的边际产量递减规律资本的边际产量递减规律
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•• 稻田条件的作用是：稻田条件的作用是：

•• 保证经济的路径不发散保证经济的路径不发散————对经济均对经济均

衡的存在性、稳定性至关重要。衡的存在性、稳定性至关重要。

•• 图图 1.1 1.1 所示为一个满足：所示为一个满足：ff′′((··))＞＞ 0  0  ，，

ff″″((··))＜＜ 0 0 ，，和稻田条件的生产函数。和稻田条件的生产函数。
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0

f(k)f(k)

kk

y = k y = k aa

P16 P16 ——图图1.1   1.1   生产函数一例生产函数一例
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•• 66、、对对A A 进入生产函数的这种设定方进入生产函数的这种设定方

式，与该模型的其他假定一起，将意味着式，与该模型的其他假定一起，将意味着

资本资本——产量比产量比 KK／／Y Y 最终将稳定下来。最终将稳定下来。

•• 实际上，就较长期限来看，资本实际上，就较长期限来看，资本——产产

量比并未表现出任何明显的向上或向下的量比并未表现出任何明显的向上或向下的

趋势。趋势。
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•• 另外，在建立模型时，若能使这一比另外，在建立模型时，若能使这一比

例最终不变，将使得分析远为简单。例最终不变，将使得分析远为简单。

•• KK／／Y  =  (KY  =  (K／／AL)AL)／／(Y(Y／／AL)AL)

•• =   k=   k／／y  =  ky  =  k／／f(k)  =  1f(k)  =  1／／vv

•• v =   f(k)v =   f(k)／／ k   =   Y k   =   Y ／／ K K 
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•• 二、关于各种投入品的假定：二、关于各种投入品的假定：

•• 该模型的其余假定涉及劳动、知识和资本该模型的其余假定涉及劳动、知识和资本

三个存量随时间如何变动。三个存量随时间如何变动。

•• 在该模型中，时间是连续的；也就是说，在该模型中，时间是连续的；也就是说，

该模型中的各个变量均定义于每一时点上。该模型中的各个变量均定义于每一时点上。

•• 另一形式为离散时间，此时诸变量仅在特另一形式为离散时间，此时诸变量仅在特

定日期定日期( ( 通常通常 t = 0t = 0、、11、、22、、 ))有定义。有定义。
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•• 在选择连续时间还是离散时间时，在选择连续时间还是离散时间时，

常常依据方便性。比如，索洛模型在离常常依据方便性。比如，索洛模型在离

散时间下的含意实质上与连续时间时相散时间下的含意实质上与连续时间时相

同，同，但在连续时间下更易于分析。但在连续时间下更易于分析。
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•• 索洛模型的核心假定涉及生产索洛模型的核心假定涉及生产

函数的性质和三种生产投入品函数的性质和三种生产投入品((资资

本、劳动和知识本、劳动和知识))随时间的变动。我随时间的变动。我

们依次讨论它们。们依次讨论它们。
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•• 资本、劳动和知识的初始水平被看作资本、劳动和知识的初始水平被看作

是既定的。是既定的。

•• 11、劳动、劳动((外生变量外生变量))以不变的速度增长以不变的速度增长

•• LL˙̇(t(t))／／ L(tL(t) =  n) =  n 或者或者

•• LL˙̇(t) =  n L(t)                         (1.8)(t) =  n L(t)                         (1.8)

•• 一个变量上加一点表示其对时间的导一个变量上加一点表示其对时间的导

数，即：数，即：XX˙̇(t) = d X(t)(t) = d X(t)／／dtdt 的的简写。简写。
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•• 为证实这一点，注意：为证实这一点，注意：

•• L(tL(t)  =  L(0)e)  =  L(0)entnt，，意味着：意味着：

•• LL˙̇(t(t)  =  )  =  L(0)eL(0)entnt n = n L(t)n = n L(t)，，

•• 且且LL的初始值为：的初始值为：L(0)eL(0)e0 0 = L(0) = L(0) 为为既既

定的常数。定的常数。
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•• 22、、知识知识((外生变量外生变量))以不变的速度增长以不变的速度增长

•• AA˙̇(t(t))／／ A(t) =  gA(t) =  g 或者或者

•• AA˙̇(t) =  g A(t)                            (1.9)(t) =  g A(t)                            (1.9)

•• 其中其中，，n n 和和g g 为外生参数，方程为外生参数，方程(1.8)(1.8)

和和(1.9)(1.9)意味着意味着L L 和和A A 是指数增长。是指数增长。
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•• AA˙̇(t) = g A(t)        (1.9)(t) = g A(t)        (1.9)

•• 为证实这一点，注意：为证实这一点，注意：

•• A(t) = A(0)eA(t) = A(0)egtgt，，意味着：意味着：

•• AA˙̇(t(t) = ) = A(0)eA(0)egtgt g  = g A(t)g  = g A(t)

•• 且且AA的初始值为：的初始值为：A(0)eA(0)e0 0 = A(0) = A(0) 为为

既定的常数。既定的常数。
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•• 33、资本、资本((内生变量内生变量))取决于产量水平取决于产量水平

•• 产量中用于投资的比例产量中用于投资的比例ss是外生的和不是外生的和不

变的。用于投资的一单位产品产生一单位变的。用于投资的一单位产品产生一单位

新资本。另外，现存资本的折旧率为新资本。另外，现存资本的折旧率为δδ。。

这样，这样，

•• KK˙̇(t(t) =  ) =  sY(tsY(t) ) --δδK(tK(t)) (1.10)(1.10)
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投资与储蓄：投资与储蓄：

•• 从投资看：从投资看：

•• 总投资总投资 =  =  净投资净投资 + + 重置投资重置投资

•• 净投资净投资 =  =  KK˙̇(t) =  d K(t)(t) =  d K(t)／／ dtdt

•• =  (K=  (K22 –– KK1  1  ))／／( t( t2 2 –– tt1  1  ))
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•• 净投资是流量。流量是在一定时期内净投资是流量。流量是在一定时期内

变量变动的数值。变量变动的数值。

••
•• ────┴─────┴───→────┴─────┴───→ tt
•• tt1                                1                                tt2 2 

•• KK1                               1                               KK22
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•• 重置投资重置投资 = = 折旧折旧 = = δδK(t)K(t)

•• 重置投资是存量。存量是在某一时点重置投资是存量。存量是在某一时点

上存在的变量的数值。上存在的变量的数值。

•• KK
•• ─────┴───────→─────┴───────→ tt
•• tt

•• 总投资总投资 =  =  净投资净投资 +   +   重置投资重置投资

•• =   K=   K˙̇(t)  + (t)  + δδK(t)K(t)
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•• 从储蓄看：从储蓄看：

•• 短期储蓄函数：短期储蓄函数：S = S = -- CC00 + s Y + s Y 

•• ( ( 无政府无政府 Y = YdY = Yd ))

•• 长期储蓄函数长期储蓄函数：：S = s YS = s Y

•• ( ( 无政府无政府 Y = YdY = Yd ))

•• 储蓄转化为投资储蓄转化为投资：： S = IS = I ─→─→

•• s Y  =  Ks Y  =  K˙̇(t) +(t) +δδK(tK(t))
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•• 尽管对尽管对nn、、gg、、δδ没有单独给予约束，没有单独给予约束，

但但三者之和被假定为正三者之和被假定为正( ( 保证持平投资曲线保证持平投资曲线

是单调上升的是单调上升的 ))。。

•• 这就完成了对该模型的描述。这就完成了对该模型的描述。
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•• 三、简评三、简评

•• 由于这是我们将遇到的第一个模型，这种模由于这是我们将遇到的第一个模型，这种模

型有许多，故对建模应有一点儿一般性评论。型有许多，故对建模应有一点儿一般性评论。

•• 索洛模型被以多种方式简化过。这里仅给出索洛模型被以多种方式简化过。这里仅给出

几个例子：只有一种产品；没有政府；就业的波几个例子：只有一种产品；没有政府；就业的波

动被忽略；动被忽略；用一个只有三种投入品的总量生产函用一个只有三种投入品的总量生产函

数描述生产过程；储蓄率、折旧率、人口增长率数描述生产过程；储蓄率、折旧率、人口增长率

和技术进步率均不变。和技术进步率均不变。
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•• 自然可以认为该模型的这些特征是其缺点：自然可以认为该模型的这些特征是其缺点：

该模型忽视了这个世界的许多明显特征，对于增该模型忽视了这个世界的许多明显特征，对于增

长而言，其中某些特征肯定是重要的。长而言，其中某些特征肯定是重要的。

•• 但一个模型的目的不是接近现实。但一个模型的目的不是接近现实。归根到归根到

底，我们已经拥有一个完全现实的模型底，我们已经拥有一个完全现实的模型————这个这个

世界本身。但这一世界本身。但这一““模型模型””的问题是它大复杂，的问题是它大复杂，

复杂得难以理解。复杂得难以理解。一个模型的目的在于为理解这一个模型的目的在于为理解这

个世界的特定特征提供见解。个世界的特定特征提供见解。
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•• 如果一个简化性假定使得一个模型对如果一个简化性假定使得一个模型对

所探讨的问题给出了不正确的答案，那么所探讨的问题给出了不正确的答案，那么

缺乏现实性可能是一个缺点缺乏现实性可能是一个缺点((即使在这种情即使在这种情

况下，这种简化也可能是一个有用的参照况下，这种简化也可能是一个有用的参照

点，因为它在一个理想情境中明确展现了点，因为它在一个理想情境中明确展现了

这个世界的这些特征的后果这个世界的这些特征的后果))。。
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•• 然而，如果这种简化并未使得该模型然而，如果这种简化并未使得该模型

对所探讨的问题给出不正确的答案，对所探讨的问题给出不正确的答案，那么那么

缺乏现实性是一个优点：缺乏现实性是一个优点：通过更为清楚地通过更为清楚地

隔离所关注的效应，这种简化隔离所关注的效应，这种简化使得问题更使得问题更

易于理解。易于理解。
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•• 世界是复杂的，用复杂的理论去世界是复杂的，用复杂的理论去

解释世界的机会是零。而简单的理论解释世界的机会是零。而简单的理论

要经过复杂的蹂躏。要经过复杂的蹂躏。

•• ———————— 张五常张五常
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•• 9.3   9.3   索洛模型的动态学索洛模型的动态学

•• 动态学动态学————就是考虑变量（就是考虑变量（ k k ））

随着时间的变动有无趋向随着时间的变动有无趋向均衡均衡的趋势？的趋势？

均衡是否存在？是否稳定？在均衡的路均衡是否存在？是否稳定？在均衡的路

径上存在哪些经济现象？径上存在哪些经济现象？
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•• 一、一、k k 的动态学的动态学————均衡的存在性均衡的存在性

•• 11、、均衡的定义均衡的定义

•• 三种投入品中的两个，即三种投入品中的两个，即劳动和知识劳动和知识

的变动是外生的。的变动是外生的。这样，为描述该经济的这样，为描述该经济的

行为特征，行为特征，我们我们必须分析第三个投入品即必须分析第三个投入品即

资本的行为。资本的行为。



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 63

•• （（11）求均衡解的方法之一）求均衡解的方法之一————链式法链式法

•• 由于经济可能随时间增长，那么着重考虑每由于经济可能随时间增长，那么着重考虑每

单位有效劳动的平均资本存量单位有效劳动的平均资本存量k k 而非未经调整的而非未经调整的

资本存量资本存量K K 就较为方便了。就较为方便了。

•• 由于由于k = Kk = K／／ALAL，，用链式法则可得。用链式法则可得。链式法链式法

即，由于即，由于kk是是KK、、LL和和AA的一个函数，其中每一个又的一个函数，其中每一个又

是是tt的函数，那么存在：的函数，那么存在：

∵∵ t   t   ─→─→ AA、、KK、、L   L   ─→─→ kk
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•• ∴∴ ∂∂ kk／／∂∂ t   =  (t   =  (∂∂ kk／／∂∂ K)(dKK)(dK／／dtdt) +  ) +  

•• ( ( ∂∂ kk／／∂∂ L)(dLL)(dL／／dtdt) +) +

•• ((∂∂ kk／／∂∂ A)(dAA)(dA／／dtdt)  )  

•• —————— 隐函数求导法隐函数求导法

•• kk˙̇ =  ( =  ( ∂∂ kk／／∂∂ K )KK )K˙̇ +  ( +  ( ∂∂ kk／／∂∂ L )LL )L˙̇

•• +  ( +  ( ∂∂ kk／／∂∂ A )AA )A˙̇ ————————链式法则链式法则
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•• （（22）求均衡解的方法之二）求均衡解的方法之二————定式法定式法

•• ∵∵ k = Kk = K／／ALAL

•• ∴∴ 两边取两边取lnln，，得到：得到： lnklnk = = lnKlnK –– lnLlnL –– lnAlnA

•• 两边两边对对t  t  求导，得到：求导，得到：

•• ( 1( 1／／k)(dkk)(dk／／dtdt))

•• =   ( 1=   ( 1／／K)(dKK)(dK／／dtdt)  )  –– (1(1／／L)(dLL)(dL／／dtdt) ) 

•• -- ( 1( 1／／A)(dAA)(dA／／dtdt))

•• 即：即： kk˙̇／／k = Kk = K˙̇／／K K –– LL˙̇／／L L –– AA˙̇／／AA
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•• 一个变量的增长率指的是其变动率：一个变量的增长率指的是其变动率：

•• XX˙̇／／XX。。易于证实：易于证实：

•• 两变量之积的增长率等于其增长率之两变量之积的增长率等于其增长率之

和和———— 定式定式11

•• ( ( XX1 1 XX2  2  ))˙̇／／( X( X1  1  XX2  2  ))

•• =    X=    X11
˙̇／／XX1    1    +  X+  X22

˙̇／／XX22
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•• 两个变量之比的增长率等于其两个变量之比的增长率等于其

增长率之差增长率之差————定式定式 22

•• (  (  XX11／／XX22 ))˙̇／／(  X(  X1 1 ／／XX2  2  ) ) 

•• =    X=    X11
˙̇／／XX11 –– XX22

˙̇／／XX22
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•• 根据已知条件根据已知条件：：KK˙̇= s Y = s Y --δδKK

•• LL˙̇／／L = n L = n ；； AA˙̇／／A  = gA  = g

•• kk˙̇／／ k  =  k  =  KK˙̇／／KK –– LL˙̇／／L L –– AA˙̇／／AA

•• =  =  ( s Y  ( s Y  ––δδKK ))／／K  K  –– n  n  –– gg

•• =   s Y=   s Y／／ K  K  ––δδ –– n n –– gg
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•• kk˙̇ =   ( =   ( sYsY／／K  K  ––δδ –– n n –– g ) kg ) k

•• =    [ s ( Y=    [ s ( Y／／AL)AL)／／(K(K／／AL)] k  AL)] k  

•• –– ( n + g +( n + g +δδ)k)k

•• =    [ s y=    [ s y／／k ] k  k ] k  –– ( n + g +( n + g +δδ) k) k

•• =    s f(k) =    s f(k) –– ( n + g +( n + g +δδ) k) k
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•• 根据均衡的定义，根据均衡的定义，均衡是对立的、均衡是对立的、

变动着的经济变量处于一种力量相当、变动着的经济变量处于一种力量相当、

相对静止、不再变动的境界。相对静止、不再变动的境界。均衡是一均衡是一

种不再变动的境界。种不再变动的境界。

•• 如果均衡存在，应该有：如果均衡存在，应该有：

•• kk˙̇ = d k= d k／／d t = 0d t = 0

•• kk˙̇= s f(k) = s f(k) –– (n+g+(n+g+δδ)k = 0)k = 0 (1.13)(1.13)

•• 方程方程(1.13)(1.13)是索洛模型的关键方程。是索洛模型的关键方程。
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•• 是否必定存在一个是否必定存在一个k k 满足方程满足方程(1.13)(1.13)

•• s s f(kf(k) ) –– (n+g+(n+g+δδ)k = 0    )k = 0    

•• 以以Cobb Cobb —— Douglas Douglas 生产函数为例：生产函数为例：

•• f(k)= k f(k)= k a    a    0 0 ＜＜ a a ＜＜ 1 1 

•• 很难判断：很难判断：

•• s k s k aa －－ (n+g+(n+g+δδ)k = 0)k = 0 是否一定有解。是否一定有解。
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•• 22、均衡的存在性、均衡的存在性

•• 怎么办？把方程怎么办？把方程(1.13)(1.13)变形为：变形为：

•• s f(k) = ( n + g +s f(k) = ( n + g +δδ)k)k

•• 方程两边都是方程两边都是k k 的函数，分别从等式的函数，分别从等式

的两边看：的两边看：
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•• 左边左边 = = s f(k)s f(k)，，f(k)f(k)是是kk的函数，满足的函数，满足

ff′′(k)(k)＞＞00，，ff″″(k)(k)＜＜ 0  0  和稻田条件。和稻田条件。

•• ss为一个固定的常数，则为一个固定的常数，则 s f(k)s f(k)也是也是kk

的函数，并且是一条满足的函数，并且是一条满足 s fs f′′(k)(k)＞＞ 00，，

s fs f″″(k)(k)＜＜ 00和稻田条件的曲线。和稻田条件的曲线。
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0 实际投资曲线实际投资曲线 s f(k)s f(k)弯曲得相当厉害弯曲得相当厉害

（变得更加平坦）（变得更加平坦）

f(k)f(k)

kk

f(k)f(k)

s f(k)s f(k)
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•• 右边右边 = (n+g+= (n+g+δδ)k)k也是也是 k k 的函数的函数

•• ∵∵ 根据前提假设根据前提假设：：n+g+n+g+δδ＞＞ 00

•• ∴∴ (n+g+(n+g+δδ)k )k 是一条斜率为：是一条斜率为：(n+g+(n+g+δδ))，，

单调上升的直线。单调上升的直线。
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0
持平投资曲线持平投资曲线 kk

(n+g+(n+g+δδ)k )k 

(n+g+(n+g+δδ)k)k
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•• 由于由于f(0)= 0f(0)= 0，，因此，当因此，当k = 0 k = 0 时，时，在原在原

点点，曲线，曲线 s f(k) s f(k) 和直线和直线(n+g+(n+g+δδ)k)k一定有交一定有交

点点————视为特例视为特例。。

•• 除原点以外，随着除原点以外，随着kk的增长，即：的增长，即：k k ＞＞

0 0 时，曲线时，曲线s f(k)s f(k)和直线和直线(n+g+(n+g+δδ)k )k 是否一定是否一定

有交点？有无可能出现以下情况：有交点？有无可能出现以下情况：
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0 图图(a)(a)

f(k)f(k)

kk

s f(k)s f(k)

(n+g+(n+g+δδ)k)k
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0 图图(b)(b)

f(k)f(k)

kk

s f(k)s f(k)

(n+g+(n+g+δδ)k)k
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•• 根据稻田条件：根据稻田条件：

•• (1) (1) limlim kk→→00 s fs f′′(k)= (k)= ∞∞，，

•• 当当kk趋于趋于0 0 时时，，s fs f′′(k) (k) 趋于无穷大趋于无穷大

•• ─→─→ s f(k)s f(k)在原点垂直在原点垂直

•• ─→─→ s fs f′′(k)(k)＞＞ (n+g+(n+g+δδ))

•• ─→─→ 曲线曲线 s f(k)s f(k)比直线比直线(n+g+(n+g+δδ)k )k 陡峭陡峭。。

•• 在开始的时候，如果满足：在开始的时候，如果满足：k k ＞＞ 00不不
会出现图会出现图(a)(a)的情况。的情况。
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•• (2) (2) limlim kk→∞→∞ s fs f′′(k)= 0 (k)= 0 ，，

•• 当当kk趋于无穷大时，趋于无穷大时， s fs f′′(k) (k) 趋于趋于00

•• ─→─→ s f(k) s f(k) 在在kk趋于无穷大时水平趋于无穷大时水平

•• ─→─→ s fs f′′(k)(k)＜＜ ( n+g+( n+g+δδ))

•• ─→─→ 曲线曲线 s f(k)s f(k)比直线比直线( n+g+( n+g+δδ)k )k 平坦平坦。。

•• 最后，在最后，在k k 趋于无穷大时，不会出现趋于无穷大时，不会出现

图图(b)(b)的情况。的情况。
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•• ∴∴ 开始的时候，曲线开始的时候，曲线 s f(k)s f(k)先比直线先比直线

(n+g+(n+g+δδ)k )k 陡峭，然后随着陡峭，然后随着k k 的上升，曲线的上升，曲线

s f(k)s f(k)逐渐变得比直线逐渐变得比直线(n+g+(n+g+δδ)k)k平坦平坦─→─→

这两条线最终肯定会相交这两条线最终肯定会相交─→─→必定存在一必定存在一

个交点。个交点。
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•• 最后，最后，ff″″(k)(k)＜＜ 00，，意味着：意味着： s f(k)s f(k)

不会从以递减的速率上升，变成以递增不会从以递减的速率上升，变成以递增

的速率上升，不会从抛物线式上升，变的速率上升，不会从抛物线式上升，变

成火箭式上升，在成火箭式上升，在k k ＞＞0 0 时，这两条线只时，这两条线只

相交一次。相交一次。
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0

•• 图图2.13    2.13    s s f(kf(k))和和 kk间关系的多种可能间关系的多种可能

kkkk11
** kk22

** kk33
**

f(k)f(k) (n+g+(n+g+δδ)k)k

s f(k)s f(k)
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•• 我们用我们用kk**表示当两条线相交时表示当两条线相交时

的的k k 值，满足方程值，满足方程(1.13)(1.13)，即：，即：

•• s f(ks f(k**) = (n+g+) = (n+g+δδ) k) k**
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0

f(k)f(k)

kk

s f(k)s f(k)

(n+g+(n+g+δδ)k)k

kk**

书书P20   P20   图图1.21.2实际投资与持平投资实际投资与持平投资
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•• 33、均衡点的经济含义、均衡点的经济含义

•• kk˙̇= s f(k= s f(k**) ) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k* * = 0= 0 (1.13)(1.13)

•• 它表明，每单位有效劳动的平均资本存它表明，每单位有效劳动的平均资本存

量的变动率是两项之差。量的变动率是两项之差。

•• 第一项第一项s f(k) s f(k) 是是每单位有效劳动的平均每单位有效劳动的平均

实际投资：实际投资：每单位有效劳动的平均产量为每单位有效劳动的平均产量为

f(k)f(k)，，该产量中用于投资的比例为该产量中用于投资的比例为s s 。。
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•• 第二项第二项(n+g+(n+g+δδ)k )k 是持平投资是持平投资(break (break --

even  investment)even  investment)，，即使得即使得kk保持在其现有水保持在其现有水

平上所必须的投资量。为防止平上所必须的投资量。为防止kk下降，必须下降，必须

进行一些投资。其原因有二。进行一些投资。其原因有二。

•• 第一，现有资本有折旧；第一，现有资本有折旧；这一部分资这一部分资

本必须予以补足以防止资本存量下降。这本必须予以补足以防止资本存量下降。这

就是就是(1.13)(1.13)中的中的δδkk项项。。
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•• 第二，有效劳动的数量是增长的。第二，有效劳动的数量是增长的。这这

样，恰好足以使得资本存量样，恰好足以使得资本存量(K)(K)不变的投资不变的投资

并不足以保持每单位有效劳动的平均资本并不足以保持每单位有效劳动的平均资本

存量存量(k)(k)不变。相反，由于有效劳动的数量不变。相反，由于有效劳动的数量

以以 n+g n+g 增长，资本存量也必须以增长，资本存量也必须以n+g n+g 增长增长

以保持以保持k k 稳定。这是稳定。这是(1.13)(1.13)中的中的(n+g)k (n+g)k 项。项。
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•• 二二、、kk的动态学的动态学————均衡的稳定性均衡的稳定性

•• 不管不管k k 从何处开始，它是否都在向从何处开始，它是否都在向kk**收收

敛？敛？均衡均衡kk**是否稳定，一旦偏离是否稳定，一旦偏离kk**是否有力是否有力

量使之回复均衡？经济学中只对稳定性均衡量使之回复均衡？经济学中只对稳定性均衡

感兴趣。感兴趣。————可重复发生的、有规律性的事可重复发生的、有规律性的事

情。非稳定性均衡意味着可遇不可求的事情情。非稳定性均衡意味着可遇不可求的事情
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稳定性均衡：稳定性均衡：可重复出现、具有规律性的状态可重复出现、具有规律性的状态

均衡位置均衡位置
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非稳定性均衡：非稳定性均衡：

可遇不可求的、没有规律的状态。可遇不可求的、没有规律的状态。

均衡位置均衡位置
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•• ∵∵方程方程(1.13)(1.13)是索洛模型的关键方程是索洛模型的关键方程

•• kk˙̇ = s f(k) = s f(k) –– (n+g+(n+g+δδ)k = 0 )k = 0 (1.13)  (1.13)  

•• ∴∴ kk˙̇是是k k 的函数，的函数，kk˙̇ = = φφ(k)(k)

•• 我们可以画出我们可以画出 kk˙̇随随 k k 变化的相图变化的相图。。
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0

kk

kk˙̇

书书P21   P21   图图1.3   1.3   索洛模型中索洛模型中 kk˙̇ 的相图的相图
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•• 11、一阶导、一阶导 dkdk˙̇／／dkdk决定决定 kk˙̇的单调性的单调性

•• dkdk˙̇／／dkdk =  s f=  s f′′(k) (k) –– ((n+g+n+g+δδ))

•• 一阶导一阶导 dkdk˙̇／／dkdk的变化分三种情况讨论：的变化分三种情况讨论：

•• 如果如果 dkdk˙̇／／dkdk

•• = s = s ff′′(k(k) ) –– (n+g+(n+g+δδ))＞＞ 0 0 

•• ─→─→ kk˙̇ 随随 kk↑↑而单调上升。而单调上升。



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 96

•• 如果如果dkdk˙̇／／dkdk

•• = s f= s f′′(k) (k) –– (n+g+(n+g+δδ)= 0)= 0

•• ─→─→ kk˙̇达到极值。达到极值。

•• 如果如果 dkdk˙̇／／dkdk

•• = s f= s f′′(k) (k) –– (n+g+(n+g+δδ))＜＜ 00

•• ─→─→ kk˙̇随随 kk↑↑而单调下降。而单调下降。
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•• 22、二阶导、二阶导 d d 2 2 kk˙̇／／dkdk 22决定决定 kk˙̇的凹凸性的凹凸性

•• d d 2 2 kk˙̇／／dkdk 2  2  =  s f=  s f″″(k) (k) ＜＜ 0 0 

•• ─→─→ kk˙̇以递减的速率单调上升以递减的速率单调上升

•• ─→─→ kk˙̇ 随随 kk↑↑而凹向原点。而凹向原点。
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0

kk

kk˙̇

书书P21   P21   图图1.3   1.3   索洛模型中索洛模型中 kk˙̇ 的相图的相图
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•• 图图1.31.3以相图的形式对此作了总结。在相以相图的形式对此作了总结。在相

图中图中，，kk˙̇ 被表示为被表示为k k 的一个函数。的一个函数。

•• ∵∵ 存在一个存在一个k  k  ，，使得：使得：

•• kk˙̇ = = φφ(k) = 0(k) = 0

•• ∴∴ 定义使得定义使得 kk˙̇= = φφ(k(k) = 0) = 0 的的 k k 为为 kk**

•• 可能存在三种情况：可能存在三种情况：
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0

kk

kk˙̇

kk**

书书P21   P21   图图1.3   1.3   索洛模型中索洛模型中 kk˙̇ 的相图的相图

kk˙̇＞＞ 00

kk˙̇＜＜ 0 0 

kk˙̇= 0 = 0 
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•• (1) (1) 如果如果 k k 最初小于最初小于kk**，， kk1  1  ＜＜ kk**

•• 从相图可见，在从相图可见，在kk*  *  以左的以左的kk1  1  存在：存在：

•• kk˙̇ ＞＞ 0 0 

•• 其数学含义为：其数学含义为：kk1  1  不稳定，还要继续增不稳定，还要继续增

长，向长，向kk** 趋近。趋近。
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•• 并且：并且：

•• kk˙̇ =  s f(k=  s f(k1 1 ) ) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k1  1  ＞＞ 00

•• s f(ks f(k1 1 ) ) ＞＞ (n+g+(n+g+δδ)k)k11

•• 经济含义：经济含义：

•• 如果每单位有效劳动的平均实际如果每单位有效劳动的平均实际

投资大于所需的持平投资，则投资大于所需的持平投资，则k k 上升。上升。
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0
kk˙̇的相图与实际投资和持平投资的对应的相图与实际投资和持平投资的对应

kk

kk˙̇

kk**

kk

f(k)f(k)

s f(k)s f(k)

(n+g+(n+g+δδ)k)k
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•• (2) (2) 如果如果k k 最初大于最初大于kk**，， kk2  2  ＞＞ kk**

•• 从相图可见，在从相图可见，在kk* * 以右的以右的kk22，，存在：存在：

•• kk˙̇ ＜＜ 0 0 
•• 其数学含义为：其数学含义为： kk2  2  不稳定，还要继续不稳定，还要继续
下降，向下降，向 kk* * 趋近。并且：趋近。并且：

•• kk˙̇ = s f(k) = s f(k) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k＜＜ 00
•• s f(k)s f(k)＜＜ (n+g+(n+g+δδ)k )k 
•• 经济含义：经济含义：

•• 如果每单位有效劳动的平均实际投资小如果每单位有效劳动的平均实际投资小

于所需的持平投资，则于所需的持平投资，则k k 下降。下降。
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•• (3) (3) 如果如果k k 最初恰好等于最初恰好等于kk**，，kk = k= k**

•• 从相图可见，存在：从相图可见，存在：kk˙̇ = 0 = 0 

•• 其数学含义为：其数学含义为：kk** 稳定、不变稳定、不变。。

•• kk˙̇ = s f(k= s f(k**) ) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k** = 0= 0

•• s f(ks f(k**) = (n+g+) = (n+g+δδ)k)k**

•• 经济含义：经济含义：

•• 如果每单位有效劳动的平均实际投资如果每单位有效劳动的平均实际投资

等于所需的持平投资，则等于所需的持平投资，则k  k  不变。不变。
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•• 结论：结论：

•• 不管不管k k 从何处开始，它从何处开始，它

都向都向kk* * 收敛。收敛。
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稳定性均衡：稳定性均衡：可重复出现、具有规律性的状态可重复出现、具有规律性的状态

均衡位置均衡位置
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•• 满足前提条件的国家，必然会满足前提条件的国家，必然会

踏上经济的平衡增长路径。踏上经济的平衡增长路径。**
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•• 特殊点：特殊点：

•• 如果如果k k 最初为最初为00，根据已知条件：，根据已知条件：

•• f(0)= 0f(0)= 0，，则满足方程则满足方程(1.13)(1.13)：：

•• kk˙̇ = s f(0) = s f(0) -- (n+g+(n+g+δδ)0 = 0)0 = 0

•• k k 就会停留在那儿。就会停留在那儿。

•• 我们忽略这种可能性。我们忽略这种可能性。
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•• 33、、kk上升或者下降的经济含义：上升或者下降的经济含义：

•• (1) (1) 为什么为什么 kk˙̇＜＜ 00时，时，kk 不稳定，还要不稳定，还要

继续下降，向继续下降，向kk**趋近？趋近？

•• 如何解释，如果每单位有效劳动的平均如何解释，如果每单位有效劳动的平均

实际投资小于所需的持平投资，实际投资小于所需的持平投资，则则kk下降？下降？
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•• 如果存在如果存在 s f(k) s f(k) ＜＜ ( n+g+( n+g+δδ)k)k

•• 即：即：kk˙̇= s f(k) = s f(k) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k＜＜00

•• 两边同除以两边同除以 k ( k k ( k ＞＞ 0 )0 )，，得到：得到：

•• kk˙̇／／ k  = s f(k)k  = s f(k)／／ k k -- ( n+g+( n+g+δδ) ) ＜＜ 00

•• 即：即： kk˙̇／／ k  k  

•• =  K=  K˙̇／／ K K –– LL˙̇／／ L L –– AA˙̇／／ A A ＜＜ 00

•• 即即：： KK˙̇／／ K  K  ＜＜ LL˙̇／／ L + AL + A˙̇／／ AA



2009-5-21  中宏（28） 《中宏》讲义，张延著。版权所有 112

•• 如果资本的增长率小于劳动力和知识如果资本的增长率小于劳动力和知识

的增长率的增长率

•• ─→─→ 劳动力对资本来讲，变得越富裕劳动力对资本来讲，变得越富裕

•• ─→─→ 劳动力市场供给劳动力市场供给＞＞需求需求

•• ─→─→ 劳动力的价格劳动力的价格((工资工资))下降下降

•• ─→─→ 劳动力的边际成本下降劳动力的边际成本下降

•• ─→─→ 发生替代，厂商用劳动力替代资本发生替代，厂商用劳动力替代资本

•• ─→─→ LL↑↑的同时的同时KK↓↓─→─→ (K(K／／L)L)↓↓

•• ─→─→ (K(K／／AL)AL)↓↓→→ kk↓↓
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•• (2) (2) 为什么为什么 kk˙̇＞＞ 00时，时， kk不稳定，还要继不稳定，还要继

续上升，续上升，向向kk** 趋近？趋近？

•• 如何解释，如果每单位有效劳动的平均实如何解释，如果每单位有效劳动的平均实

际投资大于所需的持平投资，则际投资大于所需的持平投资，则kk上升？上升？

•• 如果存在如果存在 s f(k) s f(k) ＞＞ (n+g+(n+g+δδ)k)k

•• 即：即：kk˙̇ =  s f(k) =  s f(k) -- (n+g+(n+g+δδ)k)k＞＞00

•• 两边同除以两边同除以 k ( k k ( k ＞＞ 0 )0 )，，得到：得到：

•• kk˙̇／／ k  = s f(k)k  = s f(k)／／k k -- (n+g+(n+g+δδ))＞＞ 00

•• 即：即：kk˙̇／／ k k 

•• =  K=  K˙̇／／ K K –– LL˙̇／／ L L –– AA˙̇／／ A A ＞＞ 00
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•• 即即：：KK˙̇／／ K K ＞＞ LL˙̇／／ L + AL + A˙̇／／ AA

•• 如果资本的增长率大于劳动力和知识的增如果资本的增长率大于劳动力和知识的增

长率。长率。

•• ─→─→资本对劳动力来讲，变得越来越富裕资本对劳动力来讲，变得越来越富裕

•• ─→─→资本市场供给资本市场供给＞＞需求需求

•• ─→─→资本的价格资本的价格( ( 利率利率))下降下降

•• ─→─→资本的边际成本下降资本的边际成本下降

•• ─→─→发生替代，厂商用资本替代劳动力发生替代，厂商用资本替代劳动力

•• ─→─→ LL↓↓的同时的同时KK↑↑─→─→ (K(K／／L)L)↑↑

•• ─→─→ (K(K／／AL)AL)↑↑→→ kk↑↑
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•• 索洛模型的隐含前提：索洛模型的隐含前提：

•• 要素之间可以自由替代、自要素之间可以自由替代、自

发调节。发调节。K K 与与L L 可替代。可替代。
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0

•• 正常的等产量曲线正常的等产量曲线

KK

LL
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•• 索洛模型的结论：索洛模型的结论：

•• 只要市场机制是完善的，经只要市场机制是完善的，经

济依靠自身的力量就可以实现稳济依靠自身的力量就可以实现稳

定增长。定增长。


